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���� ����� ������� ����� ���� �� ���
���� ����� � �������� �� ����� !"�#
������������ � ���� �� ����
��� ����� ��������� ���� $����� ��%����&��� �������
%��� ��� ����������� �� ��� $���� '����
 ������ �� ��� ��� �� �� ��� ��� ���
��� ������� ���������� �� ��� ()* �� ��
 ��� 
������ ������� �% ��� � ����
��� ���������� �� +,- ��� �.������ � /�� ������� �� +0-
 �� ���� ���� �% ���
���������
 �������� ��� ��� ��������� ����
�� � ������� �� ��� ���� ������ ��
��� ��� �% ���� $���� ��������
 �� �����
���� ��� ���� ��$��������� �% ���
�����������
 �� 123��4�3�� ����%��� ��� ���������� �� +5- ����� ���&����
������������ ������������ �� �������� ����� � ������&�� ���������
 ������� ���
������� �� ���� �% ���� �������
 �� ��� ���������� ����������
 ��� ��������� �%
��� ������� ���������� ��
������ �� ���� %�� ���� �� ��� $����� ����� ��&� ��
���� ����� ��� ���� ���� ��� �����%����� %�� ���� ����
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��� �������� �� ������������ � ���� �� ������� �� ��� ������ ����� ����� ���
%��� ������� �% ��� ������� ������� ������� �� ��� ) ���� ������������ 2�������
���������� ������� ������ 6)���7 �����'�� �� �8889:0
,,�
 �� ���� ������
��� ��� �������� %��� ��� ������ ����� �� ��� ������ �������� �� ����������


�� ��� ���&���� ��&����
������� �� ��� ������� ���� ��� ������ ��;�� %�� ��� �����
���� �������� ��� �$���
 �� ���� ������ ��� �������� �� �.������ �� &������� ������
��;� ������ ���� ��� ����� %��� &������� ������������ ����� ������� �% %����

�<���� �% ��� ����� �������� ������� �� ����� &�� ��
 ����� ���� ��� ����&�����
����� ���� �� �������� � ������
 ��� �������� �� ��������� ������&�� ���������
����� �� ��� ��<����� ����� ��� ��� 123� ������������ ����� ��$����� ���� ���
������������ �% ��� ����� ����� �� ��� ���� ����
 )���� ��� ��&� �� ���� �����
��� ������� ���� ��� ��������� ��� ������������ ��%��� ��� ��.� ��� �% �������
��� �� ���� �� ���� ������� �� ������ ������


���� ����� ���� ;�� ��� 
��� ����� ��� �� �����&�� �% ��� ���&�����������
������ ������� 
��� ��� '���� � �

��
����� �% �������� �������
 ��� �����
���� �� ���� ���� ���� ������ ��� ������� ������
 �� ��� $���� ����� �� '�
���� ��� 
��
 �� ��� ���� ��� ��������� ����� '��� ��� ���� 
�� ��;� ����� ���
����� �.�������� �� ����������= �%��� ����� ��� ����� ������� %�� ��� �������� �%
��� �����
���� �� ���� ������ ����������
 2����� � ���������� ������� ��� 
�&��
����� ���������� ��� �<��� �% ������ �

��
�����


��� ���� �% ��� ����� �� ��
���;�� �� %������
 �� �&��&��� ����� ������� ���� ��

�&�� �� ����
 0
 �� ���� ����� ����� %�� ��� ������ �

��
����� �� ��&������ ���
���������� �� ����
 5 %�� ������'�� ������������ %�������� ����� ��� �� ������ 
�.�������
 �� ����
 >� ��� ���� ��� ������������ ��� �������� ���� ����������
�������
 ������� ? ��������� ��� �����


� �
���
� ����

/����� ��%����&��� ����� ���������
 �� �������� "�#� ��� ������ �� ���������
�������� ����� �� ������  ����
 2�� �.������ �� +>-� � /�� ��������� �� �����
����� �� ����&�� %��� �� ������;����� ������� ��� ���� ������'�� �� � ���������
��
������
 /�� �� ���� ���������� �� ��� ��������� ��������� �� +?- ����� 9:0
,,�
������������ ���������� ��� ����'��= +@- �������� � ��������� ����� ����� �
���������
 �������� �� � ���������&�� ����� ��� ��������� ��� �������� ()* �����
����� � !"�# �<���
 �� +A-� ������� � ��� ����������� ��� ���������� � 
����������
 ���� �� � ���
�� ��������� &����
 �� ���� ��� �% � ������� ����� �����
��������� �� 
�&�� �� +9- ����� ��� ������� �� ������� �� � �����&��� �������

�� �������� ������� ����� �� ���� �� +B- ����� ��� ������� ��������������� ���
�������� ���� � �������� �� �������� %�� ��� ���������
 ��� ��
������ ���������
���� �� �������� �� ����� �� ����� ����������
 � ���1�123�� ������������= ��
���� ������ ��� %���� �� �� � ����������� ���� ��� �% ��� ��������� ���%�������


��� ���������� ������������ � ���� �.����� ��� �������� �% ��� �8889:0
,,�
��������� ���%�� ����� ��������;�� ������� ������ �� �����'�� �� ) ���� �������
����� ������� ������ 6)���7
 1� ��� �� ����� �� ��� ���1 �� ����� ����&��
��� ��� ���� �� ���&�� �� � ���� ����
 �3��
 ��� ��������� ��������� ����
���������� ��� ���������;�� ������������ ����
 123�� �� �3��
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� ����������� �� ��
 ��������

� �������� �� ���������� ����� �� ������ ����� ������������� ��������� �������
�� n �����
 8��� �% ��� ������� ��� � ��<����� ������������ ��������� ����� ���
������ %��� &�� ��
 ������� ���������� �� ������ ���
���


8��� �% ��� ������������� ����������� ������� ���� � ��<����� ���� %�� ������
�������
 2�� ��� ���� C��� ����� �������� ����� ������ %����� ���� ��� ������
���� ��� ������� ������������ ����� ����� �� � ���� 
�� ����� ��� ��.� ���������
���� ��� �� �������
 ��� ��
������ ����� ����
�� ��� ������� ���������� %�� ���
���� C��� ����� �� ���� ��� ���������� �% ��� ������� ����� ��� ���������� ��
��� ��� �� �� �� ���� � ������������ ����� �� ��� ���� ���� �� ��$�����


D������ �% ��� ���� ����� ������������ ������'�� ������������ %�������� %�� ���
������ ��;� ��� ��� ������� ������� ��� ���� %�� ����� ������ �.��������� ���
�&�������
 2�� ����������� ��� ������������ %������� %�� � ���� ��������� ���������
������� �� ����� �%�������� ����
 ���� ��� ��������
 �����
���� '
����


�� ��� ������������ '��� ��� ���� ���
�� �% ��� ������ ���� ��� ���
��� ������
������� ���� �����&�� ��� ��� ���� ���
��� �% ��� ����� 6�������7 ������� ���
����������
 2��� ����� ��� ���� ���
�� �% ��� 
�� δ ������� ��� ��� �% ���
������������ ��� ��� ����� �% ��� ��.� ��� �� ����������


��� �������	
�� �
 	�� ���� ��� �
��

��� ������ �% ��� ���������� ������������ %������� 6(327 %�� ��� ������������
�������� %�� C�� i �� ���� t �� ������� �� fi(t)
 ��� �32 �� ����

Fi(t) =
∫ t

0

fi(x)dx. 6,7

��� ��.���� ������������ ���� ������ � ���� �% ��� ��������� �� ������� ��
xmax = max{x1, x2, . . . xn}
 ��� ���������� ���� xmax �� ������� ���� � ���� t
��

P (xmax ≤ t) = P (max{x1, x2, . . .} ≤ t)
= F1(t)F2(t) . . . Fn(t). 607

�������
 ��� ���� ������������ %�������� %�� ��� C���� ����� �� fi(t) = f(t) ���
Fi(t) = F (t) %�� ��� i� �� ���� P (xmax ≤ t) ��� �� ������� �� (F (t))n


��� (32 %�� ��� ������������ ���� �% ��� ���
��� ������ fmax(t) �� ����

fmax(t) = d
dt (F (t))n

= nF (t)n−1 · f(t). 657

�� 
�� ��� ���� 
�� ��;� δ� ��� ��<������ ������� ��� ���� &���� �% ��� ���
���
������ ��� ��� ���� &���� �% �� ����&����� ����� �� ����������E

δ =
∫ ∞

0

t · fmax(t)dt −
∫ ∞

0

tf(t)dt. 6>7
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�� ���� �% n ���� C��� ���� f(t) ����
 � ���%��� ������������� ��� �������
������������ ���� Tmin ��� ��� ��.���� ������������ ���� Tmax� ��� 
��� ��
� �������� %�� 6>7E

δ =
nTmax + Tmin

n + 1
− Tmax + Tmin

2
. 6?7

2�� ��� �.��������� ������������ ���� ���� ������������ ���� μ� � ����� �.�����
���� 6>7 �� � %������� �% ��� ����� ������ n �� ��� ��������
 !��� ���&��
 %�� �
'.�� ������ �% n = 8 ����� �� ���� �� ��� ������ �% ���� C��� �� ��� �.�����
�������� ����� �� ��������� ����� ��� 
��� �� ��� ��������

δ =
481
280

μ. 6@7

��� �������	
�� �
 	�� ���������	

�%��� ����������
 ��� ���� 
���� ��� �����
���� ��� �� ����������
 ��� ������
������� ��� ���� %�� ���%��� ��� �.��������� ������������ �% ��� ������������
��������
 !��� ��� ���� 
�� �� '���� %�� � ������� ���� C�� � ������ �

���

����� ��� ������������� �% ��� ������������ ��� �� �����%���� ������
� ���
���������
����� ������� ��� ��
������� � ���������� ������������ �� ��������

��� �&������� �����
���� �� ���� �$��� �� ��� �� ����� �������
 !��� ��� �$���
����� 
�&�� %�� ��� ���� 
�� ��;�� ��� �������� �% ��� �&������� ���� ���� ��� ����
�� ����������
 �� ��� %�������
 ������������� Smax �� ��� �����
���� ���� ������
�

��
������ S0 �� ��� �����
���� �������� ΔS = Smax−S0 ��� Tmeanmax �� ���
���� &���� �% ��� �F ���� ������ %�� ��� ���
��� ������


��� ���� �% ��� ������� �� ��� ��������� � ������ �

��
����� ������� ��� 
�.�����
 
��� ��� '���� �� � ���������� ������� ����� ��������� ����� �� ������
������ �����
 #� ������������ �� ���� �� �� ����� �� �

��
��� ��� �������


��� %�������
 ������������ ��� ��������� %�� ����� ������ ����� ������ ���
������ ��;� �� ��� ������������ ���� �� ���� ��� &�������
 2�� ���� �% ����� ������
'��� ��� �.�������� %�� � 
������ ������������ �� 
�&��� �%��� ���� ��� �$�������
%�� ���%��� ��� ��
���&� �.��������� ������������� ��� �������


����	��	 ������
��
�� ��	�� ���
���� ��� �	 �
��� !��� ��� �F ���� R
�� ������� �� �� �������� ��� ��� ������ ��;� �� ���G��� �� � 
������ �������������
����� ��

S0 =
MeanPacketSize

MeanLongestTxTime
. 6A7

����

Tmeanmax =
∫ ∞

0

t · fmax(t)dt. 697

fmax ��� �� ���������� ��������
 �� 6,7 �� 6>7� ����� xi = Pi/R� Pi ����
 ���
��;� �% ��� ������ �% C�� i ����� �� �������� �����������
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������� ��	
����
���
 2�� ��� ��������� �% ��� �����
���� �� ��� �� ����������E

ΔS = R ·
(

n · Tmax + Tmin

n + 1
− Tmax + Tmin

2

)
. 6B7

����
��� �������
��� ��	
����
���
 ����� �� �� ����� �.�������� ����� �.�������
S �� � %������� �% n
 �� ���� �% n = 8 C���� ����� ��

ΔS =
481
761

R. 6,:7

����	��	 ��� �	 �
��� ���
���� ������
��
�� ��	�� �� ���� ����� ���
������������ ���� �� ��������� �� ��� �� ����� ������������ ����
 "�� g(t) ��
��� (32 �% ��� ������������ ���� ��� f(t) ��� (32 �% ��� ���
��� ������������
���� �� � ������
 �� +,:- �� �� ����� ���� ��� (32 �% ��� ������� g(t)f(t) �%
��������� ������ &�������� g(x) ��'��� �� �����&�� (c, d) ��� f(x) ��'��� ��
��� �����&�� (a, b) ��

PDF =

⎧⎨
⎩

∫ ν
c

a g
(

ν
x

)
f(x) 1

xdx, a · c < ν < a · d∫ b
ν
d

g
(

ν
x

)
f(x) 1

xdx, a · d < ν < b · d.
6,,7

��� �&���
� �����
���� ��

Smax =
E[ν]

Tmeanmax
=

∫ ∞
0 νp(ν)dν

Tmeanmax
. 6,07

������� ��	
����
���
 ��� (32 �% ��� ������������ ���� ��

g(t) =
1

t2(Tmax − Tmin)
. 6,57

��� (32 �% ��� ���
��� ������������ ���� �� � ������ ��

f(t) = n
(t − Tmin)n−1

(Tmax − Tmin)n
. 6,>7

��� (32 �% ��� ������� g(t)f(t) �% ��� ���&� ������ &�������� ��

p(ν) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(vTmax − Tmin)n(Tmin + nTmaxν)
ν2(n + 1)(Tmax − Tmin)n+1

,
Tmin

Tmax
< ν < 1,

Tmin + nTmax

(n + 1)(Tmax − Tmin)ν2

− T n+1
min (ν − 1)n(nν + 1)

(n + 1)(Tmax − Tmin)n+1ν2
,

1 < ν <
Tmax

Tmin

6,?7
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��� �����
���� Smax ���� ������ �

��
����� �� ����

Smax =
E(ν)

Tmeanmax
=

∫ Tmax
Tmin

1 νp(ν)dν +
∫ 1

Tmin
Tmax

νp(ν)dν

Tmeanmax
6,@7

����� ��� �� ���&�� ���� ������ � ����&�� ��� �.�������� �� ���
� ��� ��� �����
���� ��� �� ����� �������


!������ ������ �

��
������ ��� �����
���� �� ���������� ��

S0 = PacketSize/Tmeanmax, 6,A7

����� Tmeanmax ��� �� ���������� ��������
 �� ��� ��%� %������� �% �.�������� 6?7


�������
��� ��	
����
���
 �� ���� ����� ��� (32 �% ��� ������������ ���� ��� ��
������� ��

p(t) = λe−λ(t−s), s < t < m, 6,97

����� s �� ��� ���
 ��� m ��� ��.
 ������������ ����

��� (32 �% ��� ������������ ���� �� ����

g(t) =
λeλ(s− 1

t )

t2
,

1
m

< t <
1
s
. 6,B7

��� (32 �% ��� ���
��� ������� �� � ������ ��

fmax(t) = n(1 − e−λ(t−s))n−1λe−λ(t−s). 60:7

��� (32 �% ��� ������� ������� ��� ���
��� ������� �� � ������ ��� ��� ������
������� ���� %�� n = 8 ��

h(ν) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

8λ2

ν2

∫ ν·m

s

x
(
1 − e−λ(x−s)

)7

eλ(2s−x− x
v )dx

8λ2

ν2

∫ m

ν·s
x

(
1 − e−λ(x−s)

)7

eλ(2s−x− x
v )dx

60,7

%�� s
m < ν < 1 ��� 1 < ν < m

s � ��������&�� 

��� �&���
� �����
���� ���� ������ �

��
����� ��

Smax =
E[ν]

Tmeanmax
=

∫ l
s
m

νh(ν)dν +
∫ l

m
s

νh(ν)dν

Tmeanmax
. 6007

��� �&���
� �����
���� ������� ������ �

��
����� S0 ��� �� ���������� ���
������
 �� 6A7 �����

Tmeanmax =
761

280 · λ + s. 6057
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2����� � �� �� ������� ���� ��� ������������ ���� ��� ���� ����&� ��������
 �� ���
���� ������������ %�������� ��� ���� ���������� ��� �����������
 ���� �����
����

MeanPacketSize = MeanTxRate · MeanTxTime. 60>7

��� �����
���� ���� ������ �

��
����� Smax �� �$��� �� ��� ���� ������������
���� ����������� �% ��� ������������ ���� ������������


������� ��	
����
���
 !��� Tmin ��� Tmax �� ��������� ������� ��� Rmin� Rmax

����
 ��� ������� ��� ��.���� ����� ��� ���� �����
���� ��

S0 =
(n + 1)(Rmin + Rmax)(Tmin + Tmax)

4(nTmax + Tmin)
60?7

���

ΔS =
Rmin + Rmax

2
·
(

n · Tmax + Tmin

n + 1
− Tmax + Tmin

2

)
. 60@7

�������
��� ��	
����
���
 ��� �����
���� ������� ������ �

��
����� ��

S0 =
280
761

MeanTxRate. 60A7

!��� Smax = MeanTxRate� ��� ��������� �% ��� �����
���� ΔS ��� ���� ����� 
�� ����������
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�&�� � ��� �����7 ��� ��� ����������
������� 6
�&�� � ��� �������7
 ��� ������������ ������� ��� ��.���� ����
 ����
������������ ���� ��� ��� ���� 
�� ��;� �� ������ %�� ���� ������������ %��������

��� ���� ��� ��� ��� ���������� ������� ����� ���� ��
��
���� ��<������
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��� 0 ����� ��� 
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 ��� �����&���� �����
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��� �� ������� ���� ��� ������������ ���� �� ���������
 ��� ����� �% ��� 
����
�� ������� %�� ���%��� ��� �.��������� �������������= ��� ��<�� �� ��� ��������
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2�� ����������� � �������� ���� � ��������� ������� ����� �� ���� ����������
 "���
�� ��� ���&���� ���� ����� ��� ��������� ���������� �� ������ ����� ���&�� n =
8 ������ �������� ����
 ������ �

��
����� ����� ���� ������� �����&�� ��� ����
C��
 ��� ���� 
�������� ���&���� �DH ����������� ���I� %�� ��� C��� ,� 0 ��� >
��� (������ ���I� %�� ��� ����� C���= ��� ���I� ���� �� ���'
���� ����&������ 
%�� ���� C��
 ��� ������� %�� ���� C�� ��� ������ �� ��� ��������&� $���� �����
��� ��� ���&�� � ��� ��� ���������
 ��� C��� , �� 5 ��� ������������� ��� ��
� ���� ����������= ��� ��������� ����� �� ���� � ������ ������ ��.
 ,?�� �%���
����&�� �� ��� $����
 ��� ����� C��� ��� ��� ���� ������������� ��� ��� ����������
��������
 �� ��� ���
�� �����
���� ����� ����������� �� ��� �<���� ����
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,, ��� �����
������� ����� �������� �� +5- ����� �� ����� �� ���� �� ��������� ����1 ������
������� ���� M = 2 �������� �������� �� ��� ���� ������� ��� N = 2 �����&� ���
������ �� ���� �% ��� ������ ��������� K = 8 ����� ��� L = 52 �����������
 ���
����� ��������� �� ������ ��&�������� ���� ��&��
 ��������� ����� ������� ���
����� ��
�������� �� �����
���� %��� ��� ������ �� ��� �����&�� ��� ������ �� &�� ��
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